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Solucao Geral e 0 Wronskiano



Conjunto Fundamental de Solu¢des

» Vamos agora focar nas Equacdes Diferenciais de Ordem 2 do tipo

' +p(x)y +q(x)y =0 (1)



Conjunto Fundamental de Solu¢des

» Vamos agora focar nas Equagdes Diferenciais de Ordem 2 do tipo

' +p(x)y +q(x)y =0 (1)

» Fixando n = 2, vimos na aula anterior que:

Se y1(x) e y2(x) s@o solugGes da equagdo homogénea (1) de ordem 2 em /, entdo a
combinacao linear

y(x) = cya(x) + caya(x),

onde ¢; e ¢, sdo constantes arbitrarias, é também uma solugdo em /.



Conjunto Fundamental de Solu¢des

» PERGUNTA: Sera que todas as solucdes de (1) podem ser escritas como uma
combinacao linear de y; e y, ou algumas solu¢des tém uma forma totalmente
diferente?



Conjunto Fundamental de Solu¢des <

Definicao 1
Dizemos que duas solugbes y; e y, formam um conjunto fundamental de solugdes de

y"+p(X)y +q(x)y =0.

se qualquer solugdo dessa equagdo diferencial pode ser expressa como uma combinagéo
linear de y; e ys.



Teorema da Soluc¢ao Geral
Teorema 1

Se p e g sdo fungdes continuas no intervalo aberto | = (a, b) e se y; e y, sGo duas solugbes
da equagdo diferencial linear homogénea:

' +p(x)y +q(x)y =0 (1)

satisfazendo , ,
W(y1,y2)(x0) = y1(x0)y2(x0) — y1(x0)y2(x0) # O

para algum ponto xo € I, entdo qualquer outra solucdo de (1) no intervalo | pode ser
escrito unicamente da forma

Yy =cy1 + QY.



Teorema da Solucgao Geral ‘

A expressdo y = c1y1 + C2¥» € chamado de solugdo geral da equagdo diferencial linear de
segunda ordem homogénea.



Demonstracao ‘

> ldeia Geral: As fungGes p e g sdo continuas no intervalo aberto / = (a, b). Isso garante
gue o Teorema de Existéncia e Unicidade se aplica a Problemas de Valor Inicial com
essa equacao.



Demonstracao ‘

> ldeia Geral: As fungGes p e g sdo continuas no intervalo aberto / = (a, b). Isso garante
gue o Teorema de Existéncia e Unicidade se aplica a Problemas de Valor Inicial com
essa equacao.
> Portanto, considere z(x) como outra solu¢do da equagdo (1) no intervalo /, com as

seguintes condicoes iniciais:
z(X0) = 2o
Z(x0) = 2



Demonstracao ‘

> ldeia Geral: As fungGes p e g sdo continuas no intervalo aberto / = (a, b). Isso garante
gue o Teorema de Existéncia e Unicidade se aplica a Problemas de Valor Inicial com
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> Portanto, considere z(x) como outra solu¢do da equagdo (1) no intervalo /, com as

seguintes condicoes iniciais:
z(X0) = 2o
Z(x0) = 2

> Para um valor fixo xo € /, essa solugdo é Gnica.



Demonstracao ‘

> ldeia Geral: As fungGes p e g sdo continuas no intervalo aberto / = (a, b). Isso garante
gue o Teorema de Existéncia e Unicidade se aplica a Problemas de Valor Inicial com
essa equacao.
> Portanto, considere z(x) como outra solu¢do da equagdo (1) no intervalo /, com as

seguintes condicoes iniciais:
z(X0) = 2o
Z(x0) = 2

> Para um valor fixo xo € /, essa solugdo é Gnica.
> Em outras palavras, ndo existe outra solucdo de (1) que passe pelo ponto (xg,2p) €
tenha a mesma inclinagdo z; em xo.



Demonstragao

> Nosso objetivo é mostrar que existe uma solugdo daformay = c1y; + coy2 que
satisfaz o seguinte sistema de condicdes iniciais:

y(%0) = 2o

¥'(x0) = 7
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> Nosso objetivo é mostrar que existe uma solugdo daformay = c1y; + coy2 que
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» Como resultado da unicidade da solugao, podemos concluir que z(x) deve coincidir
com essa solugao em /.



Demonstracao ‘

> Nosso objetivo é mostrar que existe uma solugdo daformay = c1y; + coy2 que
satisfaz o seguinte sistema de condicdes iniciais:

y(%0) = 2o

¥'(x0) = 7

» Como resultado da unicidade da solugao, podemos concluir que z(x) deve coincidir
com essa solugao em /.

> Portanto, z(x) deve ser da forma c1y; + )2, ndo podendo ser representada de
maneira diferente da combinacao linear proposta.



Demonstragao

> Como resolver
Verifique se o seguinte sistema possui solucao:

¥(x0) = c1y1(X0) + Cay2(X0) = 2o
y'(x0) = cyi(xo) + cays(x0) = 24


https://educapes.capes.gov.br/retrieve/166324/eBook_Equacoes_Diferenciais-Licenciatura_Matematica_UFBA.pdf
https://educapes.capes.gov.br/retrieve/166324/eBook_Equacoes_Diferenciais-Licenciatura_Matematica_UFBA.pdf

Demonstragao ‘

> Como resolver
Verifique se o seguinte sistema possui solucao:

¥(x0) = c1y1(X0) + Cay2(X0) = 2o
y'(x0) = cyi(xo) + cays(x0) = 24

» Demonstracao formal: Consulte o material em Equacgdes Diferenciais - Licenciatura
em Matematica UFBA, pagina 83.


https://educapes.capes.gov.br/retrieve/166324/eBook_Equacoes_Diferenciais-Licenciatura_Matematica_UFBA.pdf
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Exercicios ‘

Exercicio 1
Considere a equagdo diferencial

2%y +3xy —y=0,x>0.

Mostre que as fungbes y; = x'/2 e y, = x~! formam um conjunto fundamental de solugdes
e escreva a solugdo geral.
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Wronskiano: Formula de Abel

Teorema 2
Sejam p e q fungdes continuas em um intervalo (a, b). Sejam y; e y, solugdes da equagdo
diferencial

Y +p(x)y +qx)y = 0. (1)
Entdo o Wronskiano W(y1, y2)(x) € dado pela formula

W(y1,y,)(x) = ce™ J P9,

11



Demonstragao

» Como resolver
> Como W(y1,y2)(x) = y1(X)y;(x) — y1(x)y2(x), temos que

W' (y1,y2) (%) = y1(x)y5(x) + y1()y5 (x) = y7 ()y2(0) —y1 (x)y5 (%)
= y1(X)y5 (x) — ¥i (X)y2(x). (1

12



Demonstragao

» Como resolver
> Como W(y1,y2)(x) = y1(X)y;(x) — y1(x)y2(x), temos que

/!

W' (y1,y2) (%) = y1(x)y5(x) + y1()y5 (x) = y7 ()y2(0) —y1 (x)y5 (%)
= y1(X)y5 (x) — ¥i (X)y2(x). (1

> Como y; ey, sdo solugdes da equacao diferencial dada, podemos reescrever

yi = —p(x)y; — gy
¥y = —p(X)y; — q(x)ya (In)
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Demonstragao

» Substituindo (Il) na expressao (l) de W/, obtemos:
W = —p(x)W
cuja solucdo é 0 ou ce™ Ip(dx ¢ # 0. Tomando ¢ € R, podemos escrever

W(y1,y2)(x) = ce— J P()ax.

13
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Demonstragao ‘

» Substituindo (Il) na expressao (l) de W/, obtemos:
W = —p(x)W
cuja solucdo é 0 ou ce™ Ip(dx ¢ # 0. Tomando ¢ € R, podemos escrever

W(y1,y2)(x) = ce— J P()ax.

» Demonstracao formal: Consulte o material em Equacdes Diferenciais - Licenciatura
em Matematica UFBA, pagina 87.
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Teorema do Wronskiano

A formula de Abel nos ajuda a provar o seguinte teorema:

Teorema 3
Se y1 e y, sdo solugdes da equagdo diferencial
Y +px)y +aq(x)y =0,
entdo seu Wronskiano W(y1, y,)(x) €:
W(y1,y2)(x) = 0, Vx € (a,b)

ou
W(y1,y2)(x) # 0, Vx € (a,b)
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Demonstragao

Exercicio 2
Demonstre o Teorema 3.
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Resumo ‘

Conjunto fundamental de solu¢des, wronskianos e independéncia linear: sejam y; e y,
solu¢des da equacao homogénea 1.

As seguintes quatro afirmagdes sdo equivalente:

> Asfuncdes y; e y, formam um conjunto fundamental de solu¢des no intervalo /.

> Asfuncdes y; ey, séo linearmente independentes em /.

> W(y1,y2)(x) # 0, para algum xo € /.
> W(y1,y2)(x) # 0, paratodox € I.
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O Método de Reducdo de Ordem



O Método ‘

» Converte uma equacao diferencial linear para uma equacao diferencial linear de
ordem inferior;

> Constroéi a solugdo geral da equacgdo diferencial original usando a solugdo geral da
equacao de inferior.

17



EDO Homogénea de 2% Ordem ‘

> Diferentemente das EDOs Homogéneas de 1% Ordem, ndo existe um método geral
para encontrar estas solu¢des LI da equacao diferencial

Yy +pX)y +aq(x)y =0, (1)

no seu caso geral.

18



EDO Homogénea de 2% Ordem ‘

> Diferentemente das EDOs Homogéneas de 1% Ordem, ndo existe um método geral
para encontrar estas solu¢des LI da equacao diferencial

Yy +pX)y +aq(x)y =0, (1)

no seu caso geral.

> No entanto, se conhecemos um das solugdes y; da equacdo 1, temos alguns métodos
para encontrar uma segunda soluc¢do y, de modo que o conjunto {y1, >} seja um
conjunto fundamental de solucdes.
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Método 1: Usando a Formula de Abel

Vimos que podemos escrever o Wronskiano de duas maneiras:

> Pela definicdo: W(y1,y2)(x) = y1(x)y5(x) — yi(x)y2(x);
> Pela Férmula de Abel: W(y;, y;)(x) = ce™ J P(X)dx

Conhecendo quem é y1, e igualando as formulas acima, obtemos uma EDO linear de 1°
ordem:

Y1(X)Y5(X) — Vi(x)ya(x) = ce= S PO

que podemos resolver.
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Método 1: Exemplo

Vamos aplicar este procedimento no seguinte exemplo:

Exemplo 1

Seja y, = x uma solugdo da equagdo diferencial homogénea de 2° ordem
Xy +xy/ —y=0,x>0.

Encontre a sua solugéo geral.

20



Método 1:Exercicio

Exercicio 3

Seja y; = x~! uma solu¢do da equacdo diferencial homogénea de 2° ordem

Xy 4+3xy —y=0,x>0.

Encontre a sua solugéo geral.
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Método 2: D’Alembert ‘

» Lembrando que queremos encontrar duas solucdes y; e y» que sejam linearmente
independentes. Logo, devemos ter

ya(x)
y1(x)

= constante.

22



Método 2: D’Alembert ‘

» Lembrando que queremos encontrar duas solucdes y; e y» que sejam linearmente
independentes. Logo, devemos ter

y2(x) = constante.
y1(x)
. x _ ya(x) « . _
> Dai, existe uma funcado v(x) tal que v(x) = e e asolugdo y, serd escrita na forma:
1

Ya(x) = v()y1(x).

» Devemos determinar v(x) de tal forma que y, = vy;seja solugdo da equagdo (1).
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Método 2: Exemplo

Vamos aplicar este procedimento no seguinte exemplo:

Exemplo 2

Seja y, = x uma solugdo da equagdo diferencial homogénea de 2° ordem
Xy +xy/ —y=0,x>0.

Encontre a sua solugéo geral.
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Método 1:Exercicio

Exercicio 4
Seja y, = € uma solugdo da equagdo diferencial homogénea de 2° ordem

(x=1)y" —xy+y=0,x>1.

Encontre a sua solugéo geral.

24






Lista de Exercicios



Lista de Exercicios

Resolver as se¢des 2.2.3 e 2.3.3 do material Equagdes Diferenciais - Licenciatura em
Matematica UFBA.
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