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Um sistema linear

anXi + apXa + - - - + anXn = bn,
anXq + ax»Xs + - - - + anXn = by,

amiX1 + @ma2X2 + - - - + @mnXn = bm.

pode ser representado como uma equagéo matricial , onde

an a2 -+ an X1 b

dp1 @z -+ A X2 b,
A= . . . . , X = . , B =

am 8m2 -0 @mnl Xnl o bn nx1
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Teorema

Seja S um sistema linear em que o nimero de equagdes € igual ao numero de incégnitas
(isto €, m = n). Nessas condigdes, A é matriz quadrada.

Se det(A) # 0, entdo o sistema sera possivel e terd solugdo unica(aq, ap, g, ..., ).
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Teorema 1

Teorema

Seja S um sistema linear em que o nimero de equagdes € igual ao numero de incégnitas
(isto €, m = n). Nessas condigdes, A é matriz quadrada.

Se det(A) # 0, entdo o sistema sera possivel e terd solugdo unica(aq, ap, g, ..., ).

Demonstragao:

Existéncia: Como det(A) # 0, a matriz A possui uma inversa A~ tal que
AX=B=(ATAX=A"B=X=AB.
Portanto, X = A~ 'B é uma solugéo do sistema linear dado.

Unicidade: Suponha que exista outra solugdo Y do sistema, isto é, AY = B.

Entao,
AY =B=AX=(ATA)Y =(ATAX =Y =X,

de onde segue que a solugdo é unica.

© Prof? Dra. Karla Lima 4



Exemplos &b

Verifique se os sistemas abaixo possuem solugdo Unica:

X+y—2z=0,
1. ¢ —x+4y—3z=1,
2X+2y+z=2.

5x — 2y + 3z = 2,
2. {3 +y+4z=-1,
4x — 3y +z=3.
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Exemplos b=

Exemplo

Discuta, segundo os valores de a, a compatibilidade do sistema

ax+y=1,
x+ay = 0.

Identifique os valores de a para os quais o sistema tem solugdo Unica e analise
separadamente 0s casos excepcionais.
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Exemplo Eo=

Discuta, segundo os valores de a e b, a compatibilidade do sistema

Xiy:27
2x +ay = b.

Determine as condigées sobre os parametros para que o sistema seja SPD, SPI ou SI.
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Exemplo b=

Exemplo

Considere o sistema
X+y+z=0,
X—y+mz=2,
mx+2y+z=-1.
Discuta a compatibilidade do sistema em fungdo de m. Faga o escalonamento para m

genérico, identifique os valores de m que exigem analise separada e classifique o sistema
em cada caso. Quando houver infinitas solugdes, determine o conjunto solugdo.
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O que é uma variavel livre? b=

Ao escalonar um sistema, algumas varidveis podem ficar associadas a pivos e
outras nao.
e Variavel basica: corresponde a uma coluna com pivd na forma escalonada.

e Variavel livre: corresponde a uma coluna sem pivo; pode receber um valor
arbitrario.

Ideia principal

Escolhemos valores para as varidveis livres e usamos as equagoes para determinar as
variaveis basicas.

A presencga de uma varidvel livre em um sistema compativel indica que ha
infinitas solugoes.
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Exemplo Eo=

Considere o sistema linear:

Xx+y—-3z=0,
4x —y+z=0,
2x -3y +7z=0.

Uma forma escalonada equivalente é

xX+y—3z=0,
5y —13z =0.

Temos trés incégnitas, mas apenas duas equagdes independentes. Na forma
escalonada, as colunas de x e y tém pivos; a coluna de z nao tem.
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Identificando a variavel livre

Como a coluna de z ndo tem pivd, escolhemos z como variavel livre:

Z=aq, a e R.

Usando a segunda equagao:

5 -183z2=0 = bSy=13a = y:Ea

Agora usamos a primeira equagao para determinar x.
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Determinando as variaveis basicas

Substituimos y = %a e z = a na primeira equagao:
x+y—-3z=0.

Logo,

X+§a73a:0 = Xz%oz.

Assim, todas as varidveis ficam escritas em fungéo do parametro a:

2 1B,
_5()47 y—SO(, = Q.
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Escrevendo o conjunto solugao

O conjunto solugao é

2 13
(x,y,2) = (Ea, ga,a) , a€R.

e Se a = 0, obtemos (0, 0, 0), a solugéo nula.
e Se a # 0, obtemos solugdes nao nulas.

Conclusao

0 sistema é possivel e indeterminado (SPI), pois possui uma variavel livre e infinitas
solugdes.
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Resumo: como encontrar variaveis livres

Escalone o sistema.

Identifique as colunas com pivos: suas variaveis sdo basicas.
As variaveis sem pivos sao livres.

. Atribua parametros as varidveis livres.

. Determine as varidveis bdsicas em fungdo desses pardmetros.

g > P S

Atencdo: primeiro verifique se o sistema é compativel. Uma linha do tipo
0=c, c#0,

indica que o sistema é impossivel.
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0 que é um sistema linear homogéneo?

Um sistema linear € homogéneo quando todos os termos independentes sao
iguais a zero.

anXi + apXe + - - + ammxp =0,
anxi+ axpXs + -+ awmxn =0,

amiX1 + @maX2 + - -+ + @mnXn = 0.

Ideia central

Em cada equacéao, o segundo membro é zero.
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A solugao nula

Todo sistema linear homogéneo admite a solugao

(x1,%2,...,xn) = (0,0,...,0).

De fato, substituindo x; = 0 em todas as equacgdes, obtemos

an-0+ap-0+---+a,-0=0.

Terminologia

A solugéo (0,0,...,0) é chamada solugado nula ou trivial.

Consequéncia: todo sistema linear homogéneo é possivel.
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Classificagao dos sistemas homogéneos

Um sistema linear homogéneo pode ser:

Sistema possivel e determinado (SPD)

Possui uma unica solucéo: a solugédo nula.

S={(0,0,...,0)}.

Sistema possivel e indeterminado (SPI)

Possui a solucdo nula e também solugdes ndo nulas, chamadas solugoes proprias.

Para decidir a classificagcao, podemos escalonar o sistema e identificar as
variaveis livres.
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Exemplo 1: sistema homogéneo

Considere o sistema
X—y+2z=0,

2x+y—z=0,
3x—y+4z=0,
5x —y +6z=0.

Uma forma escalonada equivalente é

X—y+2z=0,
S':{3y—5z=0,
z=0.

Como ha pivos nas trés varidveis, ndo ha variaveis livres.
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Exemplo 1: conclusao

Comegamos pela ultima equacgéao:

Substituindo na segunda equacao:

3y—5(0)=0 = y=0.

Substituindo na primeira:

x—0+20)=0 = x=0.

Conclusdo

A Unica solugéo é (x,y,z) = (0, 0, 0). Portanto, o sistema é SPD.
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Exemplo 2: sistema homogéneo

Considere agora
xX+y—3z=0,
S:{4x—-y+z=0,
2x -3y +7z=0.

Uma forma escalonada equivalente é

S - x+y—-3z=0,
" |5y —-13z=0.

Ha trés incdgnitas e apenas duas equagdes independentes: uma varidvel pode
ser livre.
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Exemplo 2: parametro livre

Escolhemos z como varidvel livre e escrevemos

Z=aq, aeR.

Da segunda equagéo:

S5 -18a=0 — y:?a.
Da primeira equagao:
X+y—-3a=0 — X:3a7?a:§a.
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Exemplo 2: conjunto solugao

As solugdes sao

Equivalentemente,

Conclusao

Para o = 0, obtemos a solugdo nula. Para a # 0, obtemos solugdes nao nulas. Logo, o
sistema é SPI.
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Como reconhecer cada caso? &5

1. Escreva o sistema na forma homogénea: todos os termos independentes
devem ser zero.
2. Escalone o sistema.

3. Observe as varidveis:
e se todas as varidveis forem determinadas, a solucéo é apenas a nula: SPD;
e se houver variavel livre, surgem solugdes nao nulas: SPI.

Um sistema homogéneo nunca é impossivel, pois sempre admite a solu¢do nula.
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Para discutir o=

Sem resolver completamente, indique se cada sistema é SPD ou SPI. Justifique
sua previsao.

Xx+y=0, X+y+z=0,
(@) y- (b) yre=s
x—y=20 2X—y+z=0

Pergunta: o que muda entre os dois sistemas em relagdo ao nimero de
incégnitas e ao numero de equagdes independentes?
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Um sistema linear homogéneo tem todos os termos independentes iguais
a zero.

e Asolugdo nula (0,...,0) sempre existe.

Se a solugdo nula é a Unica, o sistema é SPD.

Se existem solug¢des ndo nulas, o sistema é SPI.

0 escalonamento permite identificar pivos e variaveis livres.
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e Para as solugdes dos exemplos anteriores, Clique Aqui!
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