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Definigao de Sistema Linear

Definicdo

| !

Chamamos de equacao linear, nas incognitas xq1, X, . . . , Xm, toda equacéo da forma

aiXq +axXg + - - +anXn = b,
onde aq,a,, ..., an,b sdo constantes reais dadas.

’ aq,ap, . ..,an sdo chamados coeficientes das incdgnitas ‘

’ b é chamado termo independente da equacéo. ‘

Sao equacdes lineares:

o 3X1 +4x, — 5x3 — /x4 = 5;
[ X1=4,’
e X+y=13.
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Solugao Equagao Linear

Definicéo
Dada uma equacgéo linear

ai1Xq +asXp + -+ +anXn = b,
chamamos de solugao uma n-upla (a4, g, . . ., an) para a qual a sentenca

ajaq +agan +--- +anan =b
é verdadeira.

A sequéncia (0, 0,1, —10) é uma solucdo da equagao

3X7 + 4x, — 5X3 — X4 = 5.

Com efeito,

3.0+4-0-5-1—(—10)=—5+10 =5.
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Solugao Equagao Linear

Verifique que

(30)

também é uma solugéo da equacao

3x1 + 4xo, — 5x3 — X4 = 5.
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Sistema Linear

Um conjunto de m (m > 1) equagGes lineares, nas incégnitas Xq, X2, . . . ,Xn, € chamado de
sistema linear:

anXq + apXa + - - - + aXn = by,
anXq + agXa + -+ + axXn = ba,

amiX1 + a@maX2 + - - - + @mnXn = bm.

Podemos representar o sistema acima como uma equagdo matricial, com

an a2 - an X1 by
axn @y - an X2 b

A= | . . ) . , X=1. , B=|. s
ami @m2 0 amnd pup XnJ py bn 5]

AX
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Sistemas Lineares o=

(a) O sistema linear
2x+ 3y =4,
X—y=2.

pode ser escrito na forma matricial:
2 3][x] _[4
1T -1yl 2]

X—y—z=4,
2Xx+5y+7z=0

(b) O sistema linear

pode ser escrito na forma matricial:
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Solugao Sistema Linear

Definicdo

Analogamente, a solugdo de um sistema linear de n incdégnitas € a n-upla (aq, ag, . . ., an)
que satisfaz a todas as equagdes do sistema.

Por exemplo, (1,2, 3) é solugdo do sistema linear

X+y+z=6,

xX+y—z=1,

X—y+z=4,
uma vez que

1+24+3=6,

2.1+2-3=1,

3.1-2+3=4.
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Classificagao dos Sistemas Lineares

e Dizemos que um sistema linear é possivel se tiver pelo menos uma solucgéo.

e Caso néo tenha solugéo, dizemos que o sistema é impossivel.
e Se o sistema possui uma unica solugéo, dizemos que ele € possivel e determinado.
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Classificagao dos Sistemas Lineares

0 sistema do exemplo anterior é possivel, pois possui pelo menos uma solugao:
(1,2, 3) é solugdo do sistema linear

X+y+z=6,
2X+y—z=1,
X—y+z=4.
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Classificagao dos Sistemas Lineares

Jé o sistema
X+y=1,
x—y=0,
2x+2y =3

é impossivel, pois ndo possui solugéo.

De fato, da segunda equagédo, devemos ter
X-y+y=0+y = x=y.
Assim,
T=x+y=x+x=2x — %*ZX:%M — X==.

Por outro lado,

3=2X+2y=2x+2x=4x — %*4x:%*3 — x:%.

Portanto, ndo ha (x, y) que satisfaga as 3 equagbes ao mesmo tempo.
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Sistema na Forma Escalonada th=

Um sistema linear esta na forma escalonada quando as seguintes condigdes sdo
satisfeitas:

1. as equacgées nulas, se houver, estdo abaixo das equacdes ndo nulas;

2. o primeiro coeficiente ndo nulo de cada equacao esta a direita do primeiro coeficiente
néo nulo da equacgéo anterior;

3. todos os coeficientes abaixo de cada primeiro coeficiente ndo nulo séo iguais a zero.
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Sistema na Forma Escalonada o=

Definigéo

Em uma equagéo ndo nula de um sistema linear na forma escalonada, chamamos de pivé o
primeiro coeficiente ndo nulo da equagao.

Considere os seguintes sistemas lineares:

(i)
[X]+y+3z=1
—z =4
2] =5

Os primeiros coeficientes ndo nulos aparecem, sucessivamente, nas colunas de
X,y e z. Além disso, os coeficientes abaixo de cada pivo sé@o nulos.

© Prof? Dra. Karla Lima 13



Sistema na Forma Escalonada o=

\
w

(i) { —dy 4z

—z:O.

O primeiro coeficiente ndo nulo da segunda equacao estd a direita do primeiro
coeficiente ndo nulo da primeira equagao.

-y +z +t 4w = 1,
(iii) -t +w
w

Neste caso, os pivOs estdo nas colunas de x, z e t. A coluna de y ndo possui pivo.

I
)
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Sistemas Lineares Equivalentes

Dizemos que dois sistemas lineares S; e S, sdo equivalentes quando possuem o mesmo
conjunto de solugbes.
Isso significa que toda solucdo de S; é solugédo de S, e toda solugcéo de S, é solugéo de S;.

Os sistemas lineares

f x+2% 3, f x+2
S1_{2x+y = 1 ¢ SZ_{ 3y = -5

I
w

sdo equivalentes, pois ambos possuem solugao Unica dada por
15
(Xv.y) - <_§7 §) .
Observe que S, pode ser obtido de S; pela operagao
Lz — Lz — 2L-|.
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Sistemas Lineares Equivalentes

Teorema

Seja S um sistema linear com m equacées e seja S’ o sistema linear obtido ao:

(i) multiplicar os membros de uma equagéo qualquer de S por um nimero néo nulo k;

(i) substituir uma equagéo de S pela soma, membro a membro, dela com um mdiltiplo de
outra equacédo de S;

(iii) trocar duas linhas de S de posigéao.

Nesses casos, S’ é equivalente ao sistema linear S.

As operagdes descritas acima s@o as chamadas de operagoes elementares
sobre as equacgdes do sistema, que ja conhecemos da teoria de matrizes.
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O Processo de Escalonamento th=

0 processo de escalonamento consiste em transformar um sistema linear em
outro sistema equivalente, na forma escalonada, por meio de operagoes
elementares.

Como funciona:

1. Colocamos como primeira equagao uma equagao cujo coeficiente da
primeira incégnita seja diferente de zero.

2. Usamos operagdes elementares para anular o coeficiente da primeira
incégnita nas demais equagdes, utilizando a primeira equagéo.

3. Deixamos de lado a primeira equagéo e aplicamos os 1° e 2° passos as
equagdes restantes.

4. Deixamos de lado as duas primeiras equacgoes e aplicamos os 1° e 2°
passos as equacoes restantes, e assim por diante, até que o sistema fique
escalonado.

e Um video explicando o método do escalonamento: Clique Aqui!
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https://www.youtube.com/watch?v=yYWYXDcO4po

A Matriz Aumentada

Para realizar o escalonamento, podemos utilizar a matriz aumentada do
sistema.

Definigéo

A matriz aumentada é formada pela matriz dos coeficientes e pela coluna dos termos
independentes, separadas por uma linha vertical:

an ap - anp | b
ay axp - axn | b
[A|B] = E
ami  @m2 -+ amn | bm
onde
an a2 - an by
ay axp - axp b
s 5

am1 @m2 -+ amn bm

N——

A - matriz dos coeficientes B - coluna dos termos independentes
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A Matriz Aumentada o=

Observagao: Alterar uma linha da matriz aumentada corresponde a alterar a
equacao correspondente do sistema por meio de uma operagao elementar.

Assim, trabalhar com as linhas da matriz aumentada é equivalente a trabalhar
com as equagdes do sistema.
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Exemplos Eo=

Considere o sistema linear

X+2y+z=9,
2X+y—z=3,
X—y—2z=-4.

Escalone o sistema e determine sua solugao.
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Exemplos Eo=

Escalone e resolva o sistema linear

X+ 4y = -8,
3x —y =15,
10x — 12y = 7.
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e Para as solugdes dos exemplos anteriores, Clique Aqui!

e Livro texto: IEZZI, Gelson. Fundamentos de matematica elementar:
sequéncias, matrizes, determinantes e sistemas. Sao Paulo,SP: Atual,
2004. 232 p.,
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