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Determinante de uma Matriz
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O Determinante de uma Matriz o=

e O Determinante de uma Matriz é uma fun¢édo que associa a cada matriz
qguadrada um numero escalar, com certas propriedades especificas.

e Denotamos por detA ou |A|.
e O valor do determinante de uma matriz A = [a11]1x1 € definido como

detA = ann.
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Métodos para o Calculo de Determinantes th="

. an a
e Parauma matriz Ayy, = { aﬂ a” },de ordem 2 x 2, escrevemos
21 22
an a
detA _ 1 12
az an

e Seu valor é definido como

an  an

=amn -dxp—ap-an
axn ax '

que é obtido multiplicando-se os dois elementos da diagonal principal (dos
elementos a;) e depois subtraindo o produto dos dois elementos da
diagonal secundaria.
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Métodos para o Calculo de Determinantes th="

a1 ax a |,deordem 3 x 3, escrevemos
dz1 as2 ass

e Para uma matriz Az«3 =

an  aiz an
detA = do1 dg2 Az
dz1 ds2 ass

e Seu valor pode ser obtido por alguns métodos diferentes.
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Visualizagao do Método de Sarrus

Passos:

1. Copie as duas primeiras colunas ao lado da matriz.
2. Some as diagonais principais (azul).
3. Subtraia as diagonais secunddrias (vermelho).

Para aplicar o método de Sarrus, duplicamos as duas primeiras colunas a
direita da matriz:

an ap ap|an an

dy1 dzp dz | dxn ax
d31 d32 aszz | ds asz
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Visualizagao do Método de Sarrus

Identificamos os elementos das diagonais principais:

an ap ap | an an
dy1 dzp @z | dn ax
d31 d32 dasz3 | a3 asz

Somamos os produtos das diagonais principais (azuis):

a11822833 + @12823831 + @13821832
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Visualizagao do Método de Sarrus

Identificamos os elementos das diagonais secundarias:

an ap ap | an an
dy1 dzp @z | dxn an
d31 as2 Aasz | asy as

Subtraimos os produtos das diagonais secundarias (vermelhas):

—as1dzeaiz — dsz2az3ar — aszdzian

Portanto, o determinante é:

det(A) = anazass + a12823831 + 813821832 — @31822813 — 83282387 — 833821812
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Exemplo Eo=

Exemplo: Usando o Método de Sarrus, calcule o determinante da matriz A:

1T 2 3
A=14 5 6
7 8 9
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Solugao: th="

Duplicamos as duas primeiras colunas de A:

1
4
7

o U N
O o W
N A=
o N

det(A)=(1-5-9+2-6-7+3-4.8)—(3-5-7+1-6-8+2-4.9)

det(A) = (45 + 84 + 96) — (105 + 48 + 72) = 225 — 225 = 0

Resultado: A matriz é singular (determinante nulo).
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e O método de Sarrus é aplicdvel apenas a matrizes de ordem 3 x 3.

e Para um método manual mais geral, utiliza-se preferencialmente o método
dos cofatores.

e Para um célculo computacional mais eficiente, recomenda-se o método da
redugao por escalonamento.

Método Aplica-se a Facilidade | Eficiéncia matrizes grandes
Sarrus Apenas 3 x 3 Alta Nao aplicavel
Co-fatores Qualquer ordem Média Baixa
Escalonamento | Qualquer ordem | Média/Alta Alta

Tabela: Comparagéo entre métodos de célculo de determinantes
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Determinantes por Expansdao em Co-fatores
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Determinantes reduzidos e cofatores

Para qualquer matriz [a;], x n, definimos o seguinte:

1. O determinante reduzido M; do elemento a; é o determinante da matriz
(n — 1) x (n — 1) obtida excluindo a linha i e a colunaj de [aj], x n.

2. 0 cofator A; do elemento a; é dado por Aj = (—1)"M;.
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Exemplo 1 Eo=

3 1 -2
Dada a matrizAsw3 = | 2 4 1 |, vamos calcular os determinantes reduzidos Ms;,
3 0 5

M3, e M33 e 0s cofatores Azq, Azp € Azs.
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Exemplo 1 Eo=

1. Determinante reduzido Ms; e cofator As;.

Temos que deletar a linha 3 e a coluna 1 da matriz A:

1 =
4 1

Assim,
1
M31:'4 ‘:14—(—2)-4:9,

e, portanto, Az = (—1)*""Mg; = (-1)*9 = 9.
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Exemplo 1 Eo=

2. Determinante reduzido M3, e cofator Asy.

Agora vamos deletar a linha 3 e a coluna 2 da matriz A:

3 —2
2 1

Assim,
e, portanto, Az = (—1)*"?Ms, = (-1)°7 = —7.
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Exemplo 1 Eo=

3. Determinante reduzido M33 e cofator Ass.

Por fim, temos que deletar a linha 3 e a coluna 3 da matriz A:

3 1 2
2 4

Assim,

M33:' =3-4-1-2=10,

3 1
2 4

e, portanto, Ass = (—1)*"3*Ms3 = (—1)°10 = 10.
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Determinante de uma matrizn x n

Para calcular o determinante de uma matriz quadrada de ordem n > 2,
utilizamos o método dos cofatores, que reduz o problema ao calculo de
determinantes de submatrizes de ordem (n — 1) x (n —1).

Vamos ilustrar o método com uma matriz A de ordem 3 x 3:
A= laxn ax ax
dz1 ds2 ass
1. Escolhemos uma linha da matriz (qualquer uma) para expandir o

determinante. Para cada elemento dessa linha, calculamos o seu cofator
correspondente.
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Expansao do determinante por cofatores th="

2a. Se escolhermos a linha 1, devemos calcular os cofatores A, A1 e A13. O
determinante seré:

detA = anAn + @Az + aizAss

2b. Se optarmos pela linha 2, usamos os cofatores Ay, A, € Aoz, A férmula
torna-se:
det A = a1A21 + a2A2 + axAzs

2c. Para a linha 3, utilizamos os cofatores Az, Aso € Ass:

det A = a31As1 + @32A32 + @33Ass3

Observacao: Nao importa qual linha é escolhida — o valor final do determinante
sera o mesmo.
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Exemplo 2 Eo=

Exemplo

-7 2
Vamos calcular o determinante da matriz Az «3 = |: 9 1
0

3
4 .
©

Dica: na féormula do determinante, multiplicamos o cofator pelo elemento
correspondente da linha escolhida. Para fazer menos célculos, escolha a linha
da matriz que contenha mais zeros!

Neste caso, vamos escolher a linha 3. Entao,

detA:6'A31+0-A32+5-A33
=6-A31+5-Ass

e s6 precisamos calcular 2 cofatores e ndo 3.
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Exemplo 2 Eo=

Delete a linha 3 e a coluna 1 para obter:

Logo,
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Exemplo 2 Eo=

Agora, delete a linha 3 e a coluna 3 para obter:

—7 2
9 1

Assim,
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Exemplo 2 Eo=

Portanto,

detA:6~A31+0~A32+5~A33

=6-A31+5 A3
—6-5+5-(—25)
= —95.
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Observagao th="

Em vez de escolher uma linha para calcular o determinante, podemos escolher
uma coluna, o resultado serd o mesmo.

No Exemplo 2, podemos escolher a coluna 2, que possui um zero, e 0
determinante seria dado pela expressao

detA:2~A12+1~A22+0~A23

=2-An+1-Axn
—2.(~21)+1- (~53)
= —95.
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Exemplo 3 Eo=

Exemplo

3 1 0
Dada a matrizB3«3 = | 2 4 1 |, escolher as linhas 1ou 3 nos fardo economizar o

3 6 0
calculo de 1 cofator, mas escolher a coluna 3 nos faz economizar o calculo de 2 cofatores!
Entéo, na hora de escolher, verifique qual linha ou coluna possui mais zeros.

|
| IS

Portanto, usando a coluna 3, obtemos:
det B = 0A13+1 'A23 +0 'A33
=1-Ax

3
[ 1\2+3
= (<17 3

o =

= —15.
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