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Matriz Inicial o=

Vamos estudar as propriedades de:

1 -3 4 -2 5 4
A_|2 -6 9 1 8 2
|2 -6 9 -1 9 7

-1 3 -4 2 -5 -4
Queremos observar como as operagdes elementares afetam:

e 0 espago nulo (Nul(A));
e 0 espago linha (Row(A));
e 0 espago coluna (Col(A)).
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Reducao de A a forma escalonada

Aplicando operagdes elementares de linha, obtemos:

Ly

L3

L4
1 =3

- 0 O
0 O

0 O

Subtraindo L3 — Ls:

1 -3 4
0 0 1
0 0 O
0 0 O

— Ly — 2L,
= L3 = 2L1
— La+ L4

-2 5 4
2 -6
-1
0 0

IS YN
o ww

Assim, B é a forma escalonada por linhas de A.
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Matrizes Equivalentes [1]

Definigdo 1.1

Dizemos que duas matrizes A e B sdo equivalentes por linhas se é possivel obter uma a
partir da outra por meio de uma sequéncia de operagdes elementares de linha.
Em outras palavras, existe uma matriz invertivel E tal que

B =EA.

Neste caso, escrevemos
A~ B.
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Nova Segao th="

e Operagoes Elementares e os Espagos de uma Matriz
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Exemplo 2.1 &b

Exemplo 2.1

Considere a matriz dada anteriormente

1 -3 4 -2 5 4
A_|2 6 9 -1 8 2
~12 -6 9 -1 9 7

Usando o WolframAlpha (clique aqui):
1. Determine o espago nulo de A.

2. Escreva o vetor geral x em fung¢éo das variaveis livres e indique a dimensao do espago
nulo.
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https://www.wolframalpha.com/examples/mathematics/algebra/matrices

Exemplo 2.2 &b

Exemplo 2.2

Considere a matriz equivalente a matriz A:

1 -3 4 -2 5 4
g_l0 0 1 3 -2 -6
o o 0 0 1 5

00 0 0 0 O

Usando o WolframAlpha (clique aqui):
1. Determine o espago nulo de B.

2. Escreva o vetor geral x em fungao das variaveis livres e indique a dimensao do espago
nulo.
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Observando os exemplos...

0 que percebemos?

e As matrizes A e B sdo equivalentes por linhas.

e Apesar de B ter uma forma mais simples (escalonada), o espago nulo obtido foi o
mesmo em ambos 0s casos.
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Observando os exemplos... Eo=

0 que percebemos?

e As matrizes A e B sdo equivalentes por linhas.

e Apesar de B ter uma forma mais simples (escalonada), o espago nulo obtido foi o
mesmo em ambos 0s casos.

Pergunta motivadora

Sera que isso sempre acontece? Ou seja, as operagoes elementares de linha preservam o
espaco nulo de qualquer matriz?
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Observando os exemplos... Eo=

0 que percebemos?

e As matrizes A e B sdo equivalentes por linhas.

e Apesar de B ter uma forma mais simples (escalonada), o espago nulo obtido foi o
mesmo em ambos 0s casos.

Pergunta motivadora

Sera que isso sempre acontece? Ou seja, as operagoes elementares de linha preservam o
espaco nulo de qualquer matriz?

Vamos formalizar essa observagéo no préximo resultado.
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Operagoes Elementares e Espago Nulo

!

Teorema 2.1 (Espago nulo invariavel)

As operacgbes elementares de linha ndo alteram o espago nulo de uma matriz.

Demonstragao: Sejam A e B matrizes equivalentes por linhas. Entdo existe uma
matriz invertivel E tal que
B =EA,

onde E aplica apenas operagdes elementares na matriz A.

Primeira incluséo: Nul(A) C Nul(B)

Para qualquer vetor x:
Ax=0 = EAXx=E0 = Bx=0.
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Operagoes Elementares e Espago Nulo

Segunda incluséo: Nul(B) C Nul(A)

Como E é invertivel:
Bx=0 = E 'Bx=E'0 = Ax=0.

Conclusao:
Nul(A) = Nul(B),

ou seja, 0 espago nulo permanece inalterado pelas operagdes elementares de
linha.
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Exemplo 2.3 &b

Exemplo 2.3

Novamente, considere a matriz A dada anteriormente

1T -3 4 -2 5 4
2 -6 9 -1 8 2
2 = 9 =1 ¢ 7
-1 3 -4 2 -5 -4

Usando o WolframAlpha (clique aqui):

1. Determinar o espago linha de A. Para isso,
peca para o Wolfram te indicar quais vetores linhas de A sdo L.I. Escreva "are the vectors
{(17 27 27 71)* (73 767 767 3)7 (47 97 97 74)7 (727 717 717 2) (5 87 9y 75)7 (4~ 27 77 74)}
linearly independent?”

2. Escreva o vetor geral x em fungdo das variaveis livres e indique a dimensao do espago
linha de A.
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https://www.wolframalpha.com/examples/mathematics/algebra/matrices

Exemplo 2.4 &b

Exemplo 2.4

Considerando a matriz dada anteriormente

1 -3 4 -2 5 4
g_l0 0 1 3 -2 -6
=0 o 0 0 1 5
0O 0 0 0 0 0O

Usando novamente o WolframAlpha:
1. Determine o espaco linha de B.

2. Escreva o vetor geral x em funcao das variaveis livres e indique a dimensao do espago
linha de B.
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Teorema do Espaco Linha tb=

As matrizes A e B tém formatos diferentes: A é a matriz original, enquanto B é o
resultado do seu escalonamento por operagdes elementares de linha.

Mesmo assim, ao compararmos seus espagos linha, notamos algo importante: o
numero de vetores linearmente independentes e a dimensao obtida sdo os mes-
mos.

Isso mostra que o processo de escalonamento nao altera as combinagdes line-
ares possiveis entre as linhas. Ele apenas reorganiza as informagdes, deixando
mais evidente a estrutura do espaco linha.

Essa constatagéo nos leva a um resultado fundamental: as operagdes elementa-
res de linha preservam o espaco linha de uma matriz.
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Espacgos Linhade AeB

Teorema 2.2 (Espago linha invariavel)

As operagOes elementares de linha ndo alteram o espaco linha de uma matriz.

Demonstragao: Lembre-se, as operagdes elementares nas linhas operam
apenas combinacdes lineares das mesmas.

Inclus&o 1: Row(B) C Row(A)

Se B = EA, com E a matriz que realiza opera¢des elementares, entdo cada linha de B é
uma combinacdo linear das linhas de A:

B[ = k-|A-| +k2A2 + - +kmAm.

Portanto:
Row(B) = ger({B,...,Bm}) C ger({Aq,...,Am}) = Row(A).
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Espacgos Linhade AeB

Inclus&o 2: Row(A) C Row(B)

Analogamente, como A = E~'B e E~" também aplica apenas operacdes elementares,
cada linha de A é combinagéo linear das linhas de B:

Aj =By +c2By + - - + CmBm.

Portanto:
Row(A) = ger({Aq,...,Am}) C Row(B) = ger({B1,...,Bm}).

Conclusao:
Row(A) = Row(B).

Ou seja, 0 espago linha permanece inalterado pelas operagdes elementares de
linha.
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Exemplo 2.5 Eb=

Considere as matrizes equivalentes

1T -3 4 -2 5§ 4 1T -3 4 -2 5 4
A 2 -6 9 -1 8 2 e B— o 0 1 3 -2 -6
2 -6 9 -1 9 7 0 0 0 O 1 5
-1 3 -4 2 -5 -4 0 0 0 O 0 0
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Exemplo — Dependéncia preservada (colunas 1 e 2)

Exemplo 2.5

Considere o conjunto formado pela 12 e pela 22 coluna de A, {A1,A,}, e seu correspondente
em B, {B1, By }. Vamos mostrar que {Aq, A} é linearmente dependente, entdo {B1,B;}
também o é.

Observe em A:

1 -3
2 —6

A= 5| A= || =34
—1 3

Logo {A;,A,} é linearmente dependente.
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Exemplo — Dependéncia preservada (colunas 1 e 2)

Exemplo 2.5

Considere o conjunto formado pela 12 e pela 22 coluna de A, {A1,A,}, e seu correspondente
em B, {B1, By }. Vamos mostrar que {Aq, A} é linearmente dependente, entdo {B1,B;}
também o é.

Observe em A:

1 -3
2 -6
A= |, Ar= | _g| =—3A.
-1 3
Logo {A;,A,} é linearmente dependente.
Agora em B (colunas correspondentes):
1 -3
0 0
Bi=1g Bo=| o | =3B
0 0

Logo {Bs, B, } também é linearmente dependente.
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Exemplo — Independéncia preservada (colunas 1 e 3)

Exemplo 2.6

Considere o conjunto formado pela 12 e pela 32 coluna de A, {A1,A3}, e seu correspondente
em B, {B4, B3}. Vamos mostrar que {Aq, A3} € linearmente independente, entdo {B,, B3}
também o é.

Em A temos

A= , As=

—1 —4

1 4
2 9
2 9

Verifique que ndo existem escalares «, 3 (ndo ambos zero) com aA; + A3 =0
(por exemplo, A3 ndo é multiplo de A), portanto {A1, A3} é linearmente
independente.
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Exemplo — Independéncia preservada (colunas 1 e 3)

Em B,

By = Bs =

OO0 o -
O =i

Também ndo existe combinagao ndo trivial que anule By e B; — logo {B,B3} é
também é L.I.
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Preservacao da Dependéncia

Nos exemplos anteriores, observamos algo importante:

Mesmo apos aplicarmos operagdes elementares de linha — que transformaram
a matriz A em B — as relagdes de dependéncia e independéncia linear entre as
colunas foram mantidas.

Isso mostra que essas operagdes, embora alterem as linhas, nao modificam as
combinacgoes lineares possiveis entre as colunas.

Em outras palavras, a estrutura de dependéncia entre vetores coluna é preservada
quando passamos de A para uma matriz equivalente B.

Essa observagdo nos conduz a um resultado essencial sobre colunas de matrizes
equivalentes.
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Vetores Coluna de Matrizes Equivalentes th="

Teorema 2.3 (Vetores coluna de matrizes equivalentes)

Sejam A e B matrizes equivalentes por linhas. Entdo um conjunto qualquer de vetores
colunas de A é linearmente independente se, e somente se, o conjunto de vetores colunas
correspondente de B é linearmente independente.
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Vetores Coluna de Matrizes Equivalentes

!

Teorema 2.3 (Vetores coluna de matrizes equivalentes)

Sejam A e B matrizes equivalentes por linhas. Entdo um conjunto qualquer de vetores
colunas de A é linearmente independente se, e somente se, o conjunto de vetores colunas
correspondente de B é linearmente independente.

OBS: Multiplicagdo de Matrizes

Seja A = EB e denote por A = (@j)mxn, B = (bj)mxn € E = (&j)mxm- Assim,

bj =) _ eiay,

k=1

onde, para obter o elemento b; multiplicamos a i-ésima linha de E pela j-ésima coluna de
A. Com isso, cada coluna B; de B pode ser escrita como a multiplicagéo

B = EA;.
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Demonstragao th="

Demonstragao:
Seja B = EA, onde E é invertivel e representa operagoes elementares por linhas.

Denotando A = (A1,...,As)eB = (Bs,...,B,;) como colunas de A e B, temos

Bj:EAj Vj:‘l7,,.,n.

Suponha que {4;,, ..., A; } seja linearmente independente. As colunas
correspondentes em B séo {B;;,...,B; }.
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Demonstragao

Considere a combinagéo linear nula:

C-|Bj1 S CkBjk =0.

Multiplicando por E~":

—
CiBj, + -+ By, = 0 — E-T (c1Bj, + -+ + By, ) = o=

< CE B+ +cET'B,

%
—— C1Aj_|+---+CkAjk= 0.

Como {Aj,,..., A, } €L, segue que

C'IZ"':CI(:O = {Bh”BJk}éLI
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Demonstragao

Analogamente, qualquer conjunto L.I. de colunas de B corresponde a um
conjunto L.I. em A. De fato, considere a combinacéo linear nula:

C-|Aj1 + -4 CkAjk =0.

Multiplicando por E:

_ —
ClA + -+ CAj = 0 <= E(CrA; + - + A ) =EO

— C-|EA/'1 +~-~—|—CkAjk =0

—
—— C1Bj1+"’+CkBjk: 0.

Como {B;,,...,B; } é L., segue que

C‘]I"':Ck:O = {Aj17---7Ajk}éL~|-
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