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Normas em Espagos Vetoriais [1]

Assim como fizemos com a norma euclidiana, podemos construir varias
normas em um espaco vetorial a partir de um produto interno.

Definigéo

Se V for um espaco vetorial com produto interno real, entdo uma norma (ou comprimento)
de um vetor v € V é definida por

vl = +/{v, V)
e a distancia entre dois vetores é denotada por d(u, v) e definida por

d(u,v) = [[u—v|| =+ {Uu—v,u—v).

Dizemos que um vetor de norma 1 é um vetor unitario.
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Exemplos de Normas Eo=

Usando os produtos internos apresentados na ultima aula, temos as seguintes normas:

1. (,) : May2 X My — R dada pela férmula

IA] = V(A A) = \/tr(ATA).

2. (,) : P2(R) x P»(R) — R dada pela férmula
lpll = v/(p,p) = y/a + a% + a3,

onde p(x) = ag + a1x + ax2.

3. (,) : C[a,b] x C[a,b] — R dada pela férmula

b
Il = V{F. f) = W

onde CJa, b] é o conjunto de todas as fungbes reais continuas em [a, b].
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Exercicios

Exercicio

Calcule as normas dos vetores abaixo, usando as normas do exemplo anterior:

24=(p 9)
0 8= (; 3)

c) p(x) =1

d) g(x) =1— v2x + 3x2

1

e) f(x) = —

f) g(x) = cosx, com [a,b] = [0, ].
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Relagao entre produto interno, norma e angulo

Teorema

Desigualdade de Cauchy-Shwarz
Se u e v forem vetores num espago com produto interno, entao

[{u, v)| < luff][v].
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Relagao entre produto interno, norma e angulo

Teorema

Desigualdade de Cauchy-Shwarz
Se u e v forem vetores num espago com produto interno, entao

[{u, v)| < luff][v].

A partir deste teorema, podemos concluir que, para vetores nao nulos, temos
que

P

< <1
[lulfv|

Vamos mostrar?
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Exercicio

Exercicio

Mostre que, para vetores ndo nulos,
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Relagao entre produto interno, norma e angulo

e Assim, definimos para cada nimero real em [0, 7], 0 angulo entre os
vetores u e vcomo sendo o angulo ¢ € [0, 7] tal que

{u,v)

cosf = .
[[ull[Iv]
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Relagao entre produto interno, norma e angulo

Observagoes:

e O produto interno mede o “quanto” um vetor aponta na dire¢cdo do outro.
e Se @ = 0°, os vetores tém a mesma diregado e (u,v) = |jul|||v]|.
e Se # =90°, os vetores sdo ortogonais e (u,v) = 0.

e Podemos estender essa ideia para um conjunto com vdrios vetores: se
todos sdo mutuamente ortogonais, temos um conjunto ortogonal.
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Vetores Ortogonais

Um conjunto de vetores

é dito ortogonal se
(vi,v;) =0, parai##j.
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Vetores Ortogonais

Definigdo

Um conjunto de vetores
A={vq,vp,...,Vn} CR"

é dito ortogonal se
(vi,v;) =0, parai##j.

Em um conjunto ortogonal, cada vetor é “independente” na dire¢ao dos outros —
ndo ha nenhuma sobreposicao entre eles no sentido do produto interno.
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Ortogonalidade e Independéncia Linear

Essa propriedade tem uma consequéncia importante:

Proposicao

Se A é ortogonal, entdo todos os vetores de A sdo linearmente independentes.

Sabendo que
A={vi,Va,...,Vp}

é um conjunto ortogonal, devemos provar que este conjunto é linearmente
independente.

De fato, suponha que

avi+aNo+---+avpn=0, aeR.

© Prof? Dra. Karla Lima 14



Demonstragao th="

Tomando o produto interno de ambos os lados com v;, obtemos:

(@1v1 + agva + - - - + anVn, Vi) = ai{Vi, Vi).

Como (vj,v;) > 0, segue que a; = 0, paratodoi=1,2,...,n.
Logo,

é um conjunto linearmente independente.
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Exemplos &b

Verifique se os vetores abaixo, com o produto interno canénico do espago, sdo ortogonais:
a) u= (1,T)ev=(1,-1)
b) u= (0,1 ev=(2,2)

oa=(1 Yeo=(3 9

d) u=xev = x% no espaco dos polinémios P(R).

e) u=xev = x? no espago das fungbes continuas C[—1,1].
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