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Produto Escalar



Produto Interno Euclidiano

Seu=(u1,up,...,up) ev=_vy,va,...,Vv,) sdo vetores em R",
entdo o produto escalar de u e v, também denominado produto
interno euclidiano, é denotado por u - v e definido pela férmula

u-v=uvis+uwvwv+...4+uyv,.



Produto Interno Euclidiano

Seu=(u1,up,...,up) ev=_vy,va,...,Vv,) sdo vetores em R",
entdo o produto escalar de u e v, também denominado produto
interno euclidiano, é denotado por u - v e definido pela férmula

u-v=uvis+uwvwv+...4+uyv,.

Nessa operacdo, tomamos dois vetores e devolvemos um namero
real:

RPxR" >R

(u,v) 2 u-v



Exemplo 9

Exemplo 1

Dados os vetores u= (—1,3,5,7) e v=(5,—4,7,0), o produto
escalar u - v é dado por



Exemplo 9

Exemplo 1

Dados os vetores u= (—1,3,5,7) e v=(5,—4,7,0), o produto
escalar u - v é dado por

u-v=(-1)5+3(—4)+5-7+7-0=18.



Produto Interno Euclidiano

No caso particular em que u = v, temos

V-V=VviVvi + Vvow + ...+ Vpv,
2 2 2
=vi+v+...4+yv,

= [IvI|*.
Assim, como |[|v|| > 0, tem-se

Ivll = va-v.



Propriedades do Produto Escalar

Muitas das propriedades algébricas do produto de numeros reais
também s3o verdadeiras para o produto escalar:

Teorema 1

Se u, v e w sdo vetores em R" e k um escalar, entdo

a)u-v=v-u [Simetria]
b)w-(u+v)=w-u+w-v [Distributividade]
c)k-(u-v)=(ku)- v [Homogeneidade]

d)v-v>0ev-v=0 se esomente se v=0 [Positividade]



Angulo entre vetores

Vamos ver como o produto escalar pode ser usado para calcular
angulos entre vetores em espacos euclidianos:

e Tomamos vetores n3o nulos u e v;

e Definimos o angulo entre u e v como o menor angulo
n3o-negativo, gerado entre eles com uma rotacdo anti-horaria.

e Em radianos, este dngulo sempre esta no intervalo [0, 7].



Angulo entre vetores

Definicdo 1
Se u e v sdo vetores ndo-nulos em R", definimos o dngulo 6 entre
esses vetores por

u-v

cosf) = ———.
([l vl



Angulo entre vetores

Definicdo 1
Se u e v sdo vetores ndo-nulos em R", definimos o dngulo 6 entre
esses vetores por

u-v

cosf) = ———.
([l vl

Como a fungdo cos x é bijetora em [0, 7], o angulo 6 estad bem

0 — cos () |
lullflv]

determinado por



Exemplo 2

Exemplo 2

Sejam u = (2,2,0) e v=(2,0,0) vetores em R3. Qual o dngulo
entre esses vetores?



Exercicio

Exercicio 1

Um vetor u do plano xy tem comprimento de 9 unidades e aponta
na direcdo e sentido que estd a 120° anti-horarios a partir do eixo x
positivo e um vetor v naquele plano tem um comprimento de 5
unidades e aponta da direcdo y positiva. Encontre u - v.
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Ortogonalidade




Vetores Ortogonais [1]

Dados dois nimeros reais a e b, temos que
a-b=0=a=0o0ub=0.

Esta propriedade ndo vale para o produto escalar entre dois
vetores!
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Vetores Ortogonais [1]

Dados dois nimeros reais a e b, temos que
a-b=0=a=0o0ub=0.

Esta propriedade ndo vale para o produto escalar entre dois

vetores!

Tome como exemplo os vetores ndo nulos u = (1,2) e v=(—2,1):
u-v=1-(-2)+2-1=-2+2=0,

mesmo sem que um deles seja o vetor nulo.
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Vetores Ortogonais

Definicao 2

Dois vetores, ndo nulos, u e vem R" sio ditos ortogonais se
u-v=_0.

Pela definicdo de angulo, vemos que dois vetores s3o ortogonais se,
e somente se, o cosseno do angulo entre eles é zero:

u-v 0

= = 0.
lfllivll Nullflvi

cosf =
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Exemplo 8

Exemplo 3

1. No exemplo anterior, vimos que u = (1,2) e v = (—2,1) sdo
vetores ortogonais.

2. Os vetores canénicos (1,0,0),(0,1,0) e (0,0, 1) sdo
ortogonais, dois a dois.
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Conjunto Ortogonal

Definicao 3
Um conjunto n3o-vazio de vetores de R" é denominado um
conjunto ortogonal se cada par de vetores distintos do conjunto é

ortogonal.
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Exemplo 4

Exemplo 4

O conjunto dos vetores canénicos de {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} é
um conjunto ortogonal.
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Vetores Ortogonais

Definicdo 4

Se S é um conjunto ndo-vazio de vetores de R", dizemos que um
vetor v é ortogonal ao conjunto S, se v é ortogonal a cada vetor

de S.
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Exemplo 5

Exemplo 5

O vetor w = (0,0, 3) é ortogonal ao conjunto

S ={(e,—1,0),(/3,2,0)}.
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Vetores Ortonormais

Definicdo 5
Dois vetores u e v em R" s3o ditos ortonormais se u e v sdo

ortogonais e tém comprimento 1.
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Vetores Ortonormais

Definicdo 5

Dois vetores u e vem R" sdo ditos ortonormais se u e v sdo
ortogonais e tém comprimento 1.

Definicdo 6

Um conjunto ndo-vazio de vetores de R" é denominado um

conjunto ortonormal se cada par de vetores distintos do conjunto
é ortonormal.
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Exemplo 6
O conjunto dos vetores canénicos de {(1,0),(0,1)} é um conjunto

ortonormal.

Exemplo 7

0 conuma [ (1224 21 42 4292 1
njun =, =, == —=,=,—=,= —= = =, —=
coMuNtO 1 55°5’5 )’ \ 75’5’ 5’5/°'\ 5°5’5’ 5

de R* é ortonormal.
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O que aprendemos

e Vetores ortogonais: u-v = 0 e, consequentemente, cosf = 0
(0 o angulo entre eles);

e Vetor ortogonal e unitario = vetor ortonormal;

e O conjunto S, = {e1,ez,..., e}, dos vetores candnicos, & um
conjunto ortonormal.
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Equacoes do Planos




Vetor normal a um plano [1]

Se um vetor ndo-nulo n é perpendicular a um plano, dizemos que n
é normal ao plano.

Isso quer dizer que, para quaisquer dois pontos X e Xy no plano, o
vetor X — Xj é tal que

n-(X—Xo):O.
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Equacao Ponto-Normal

Portanto, uma equacdo do plano que passa por um ponto
Xo = (X0, Y0, 20) € tem como vetor normal n = (A, B, C) é dada por

(A7 B, C) ’ (X_X07y_y07z_20) =0,
ou, equivalentemente,
A(x —x0) + B(y —y0)+ C(z—2) =0

onde X = (x, y,z) € um ponto do plano.
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Equacao Geral

A partir da equacio
A(x —x0) + B(y —yo) + C(z —2) =0
podemos escrever a equacdo geral de um plano, dada por

Ax + By + Cz = Axg + Byg + Czp = D.

< Equacdo Geral: Ax+ By + Cz=D >
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Exemplo 8

Exemplo 8

a) Encontre uma equagdo ponto normal e uma equagdo geral do
plano que passa pelo ponto (3,—1,7) e tem normal
n=(4,2,-5).

b) A retar:(0,0,—1)+t(0,1,2) estd no plano3x+2y —z =17
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Equacdes Vetoriais

Todo plano o pode ser determinado especificando um ponto

Xo e dois vetores, vi e v, ndo-nulos paralelos ao plano « e
ndo paralelos entre si.
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Equacdes Vetoriais

Se X & um ponto do plano, posicionamos maultiplos de v; e vy, de
modo que o vetor X — X seja a diagonal do paralelogramo de lado

tiv1 e thovo. A medida que variam t; e t, de —oco a 0o, X varre
todo o plano «.

Podemos representar o plano que passa pelo ponto Xy que é
paralelo a vy e vy pela equacio

X = Xo + tivi + tova  (Eq. Vetorial do Plano)
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Equacées Paramétricas

Novamente, a partir da equacdo vetorial do plano, obtemos as
equacdes paramétricas. De fato, temos

X = Xp + t1vy + tovo
=(x,y,z) = (X0, Y0, 20) + ti(a1, b1, c1) + t2(a2, b2, )

Logo, as equacdes paramétricas do plano s3o:

X =X + t1a1 + traz
y=Yo+tibi + by (—o0 < ty,tr < o0)

X =20+ ti1c1 + a2
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Exemplo 9

Exemplo 9

a) Encontre uma equagdo vetorial e equagcdes paramétricas do
plano que passa pela origem de R3 e é paralelo aos vetores
vi =(1,-2,3) e vo = (4,0,5).

b) O ponto (1,0, 1) esta no plano dado no item a)?
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Exemplo 10

Exemplo 10

Encontre as equacbes paramétricas do plano x — y +2z = 5.
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Consideracoes Finais




O que aprendemos

e Um plano estd bem determinado por um vetor contido nele
(que pode ser determinado por 2 dos seus pontos) e pelo seu
vetor normal. Isso quer dizer que com essas 2 informacdes,
conseguimos deduzir a equacdo que descreve todos os seus
pontos.

e A equacio vetorial de um plano é aquela descrita em funcdo
de um ponto da mesma e dois vetores paralelos ao plano, n3o

nulos e ndo paralelos entre si.

e A equacdo paramétrica de um plano é aquela que determina os

pontos do plano coordenada a coordenada.

e A equacdo geral de um plano é determinada por uma relagcdo
entre as coordenadas dos pontos pertencentes ao mesmo.
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