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Exemplo Eb=

Considere as matrizes equivalentes

1T -3 4 -2 5§ 4 1T -3 4 -2 5 4
A 2 -6 9 -1 8 2 e B— o 0 1 3 -2 -6
2 -6 9 -1 9 7 0 0 0 O 1 5
-1 3 -4 2 -5 -4 0 0 0 O 0 0
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Exemplo — Bases correspondentes Eo=

Usando o WolframAlpha (clique aqui):

1. Determinar o espago coluna de A. Para isso, peca para o Wolfram te indicar quais
vetores colunas de A séo L.I. Escreva "are the vectors

{( escreva os vetores coluna aqui )} linearly independent?"

2. Indique a base deste espaco e determine a dimensao do espago coluna de A.
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https://www.wolframalpha.com/examples/mathematics/algebra/matrices

Exemplo — Bases correspondentes (colunas pivo)

Usando o WolframAlpha (clique aqui):

1. Verifique que as colunas correspondentes em B formam uma base do espaco coluna
de B.
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https://www.wolframalpha.com/examples/mathematics/algebra/matrices

Bases Correspondentes Eb=

Nos exemplos anteriores, utilizamos o WolframAlpha para identificar conjuntos
de colunas linearmente independentes em A e em sua matriz equivalente B.

Percebemos que:

e As colunas selecionadas em A formam uma base do espaco coluna de A;

e As colunas correspondentes em B, que mantém os mesmos indices,
também formam uma base do espaco coluna de B;

e A dimensao do espago coluna permanece inalterada.

Essa observagao mostra que, ao passarmos de uma matriz A para uma matriz B
equivalente por linhas, ndo apenas a independéncia linear das colunas é preser-
vada, mas também os conjuntos que formam uma base do espago coluna.

A partir dessa ideia intuitiva, podemos enunciar o resultado formal sobre bases
de colunas em matrizes equivalentes.
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Vetores Coluna de Matrizes Equivalentes th="

Teorema (Vetores coluna de matrizes equivalentes)

Sejam A e B matrizes equivalentes por linhas. Entdo um conjunto qualquer de vetores
coluna de A forma uma base do espaco coluna de A se, e somente se, o conjunto de vetores
coluna correspondente de B forma uma base do espago coluna de B.
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Demonstragao th="

Demonstragao:

Seja {Aj,,...,A;} C {A1,...,An} uma base do espago coluna de A. Isso
significa que:

e 0 conjunto é linearmente independente;
e gera todo o espago coluna de A.

As colunas correspondentes em B sdo {B;,,...,B;} C {B1,...,Bn}.
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Demonstragao

Independéncia Linear

Como vimos antes, B = EA e E é invertivel, cada coluna de B é combinacgéo linear das

colunas de A:

B = EA,.
Como {A;,,...,A; } € linearmente independente, segue do Teorema ?? que {B;,, .. .,B; }
também é L.1.
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Demonstragao

Conjunto Gerador:

Como {A;,,...,A; } gera Col(A), qualquer coluna A; pode ser escrita como
Aj = d-|Aj1 + -4 drAj,.

Multiplicando ambos os lados por E, obtemos

ou seja, {B;,, . .., Bj, } gera Col(B).

Conclusao:

{Aj,,...,A; } basede Col(A) < {B,,...,B;} base de Col(B).
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Nova Segao th="

@ Bases dos Espagos Linha e Coluna
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Exemplo Eb=

Considere as matrizes equivalentes

1T -3 4 -2 5§ 4 1T -3 4 -2 5 4
A 2 -6 9 -1 8 2 e B— o 0 1 3 -2 -6
2 -6 9 -1 9 7 0 0 0 O 1 5
-1 3 -4 2 -5 -4 0 0 0 O 0 0
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Exemplo — Base do espaco linha de uma matriz escalonada o=

Exemplo

Verifique que as linhas ndo nulas com pivés da matriz B formam uma base do espaco linha.

As trés primeiras linhas com pivos sao L.I. e a demais é nula:
Li=[1 —34 —25 4],
L,=[0013 -2 —6],
Ls;=[000015]
Conclusao:
{L1> LZ, L3 }
é uma base do espaco linha de B, isto &,

Linha(B) = ger{Ls,L2,L3}.
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Base do Espaco Linha tb=

No exemplo anterior, observamos que, ao escalonar a matriz A para obter B, as
linhas ndo nulas com pivos fornecem informagdes essenciais sobre o espago
linha.

Essas linhas:

e Sdo linearmente independentes;
e Geram todas as combinagdes lineares possiveis das linhas da matriz;
e Portanto, formam uma base do espaco linha de B.

Essa ideia nos mostra que, ao trabalharmos com uma matriz escalonada, pode-
mos identificar de maneira direta uma base do espago linha apenas olhando para
os vetores linha ndo nulos com pivés.

A partir dessa observacao intuitiva, chegamos ao resultado formal a seguir.
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Base do Espaco Linha th="

Se uma matriz B esta na forma escalonada por linhas, entéo os vetores linha com os pivos
(vetores linhas ndo nulos) formam uma base de espaco linha de B.
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Base do Espago Linha

Teorema

Se uma matriz B esta na forma escalonada por linhas, entéo os vetores linha com os pivos
(vetores linhas ndo nulos) formam uma base de espaco linha de B.

Demonstracao: Na forma escalonada por linhas,

0 0 P * * *
0 0 O P2 *
BE=
0 0 O 0 pr =
0 0 O 0 0 O
® p1,...,prsd0o os pivos (cada p; = 1), localizados nas colunasj; < - - - < j.

“ n

e As entradas “x” sdo valores arbitrérios (podem ser zero).
e Todas as entradas a esquerda de cada pivd sao zero.

© Prof? Dra. Karla Lima 15



Demonstragao th="

Dessa forma, os vetores linha

V1:(0,"‘ 707p11*7*7'“ 7*)

Vr = (07 30507"' 1Oapf7*)7
formam um conjunto L.I., pois nenhuma linha pode ser combinacgéo linear da
outra, por causa da posi¢ao dos pivos.

Como os vetores nulos ndo contribuem para gerar o espaco linha, {v1,...,v;} é
quem gera o espaco linha de B. Como é um conjunto L.I. e gera, ele é uma base
para o espaco linha.
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Exemplo — Base do Espaco Coluna Eo=

Considere novamente as matrizes

1 -3 4 -2 5 4 1 -3 4 -2 5 4
A_|2 -6 9 -1 8 2 g_ 0 0 1 3 -2 -6
=l2 -6 9 -1 9 7|>F o o o 0o 1 5
1 3 -4 2 -5 -4 0 0 0 0 0 0

1. Identifique as colunas pivé de B. Séo as colunas 1, 3 e 5.
2. Observe que as colunas correspondentes em A sdo Aq, Az e As.

3. Esses vetores coluna de A formam uma base do espago coluna de A, pois séo L.I. e
geram todas as colunas de A como combinacées lineares.
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Base do Espacgo Coluna tb=

No exemplo, percebemos que, ao escalonar A para obter B, as colunas pivo de B
apontam diretamente para as colunas de A que geram todo o espago coluna.

Ou seja:

e As colunas de A correspondentes as colunas pivé de B sao linearmente
independentes;

e Elas geram todas as colunas de A como combinagdes lineares;
e Portanto, fornecem uma base do espago coluna de A.

Essa observagao motivadora nos leva a formulagé@o do teorema a seguir.
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Base do Espago Coluna e

Teorema

Se uma matriz B esta na forma escalonada por linhas, entdo os vetores coluna com os
pivés vetores linhas formam uma base de espago coluna de B.
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Base do Espago Coluna

Teorema

Se uma matriz B esta na forma escalonada por linhas, entdo os vetores coluna com os
pivés vetores linhas formam uma base de espago coluna de B.

Demonstragao: Na forma escalonada por linhas, novamente temos

0 0 p1 = e ok
0 0 0 - pp % -
BE
0 0 0 --- 0 p =
0 0o 0 --- 0 0 O
® p1,...,pr sd0 os pivos (cada p; = 1), localizados nas colunas j; < - - - < j.

“_ n

e As entradas “x” sdo valores arbitrérios (podem ser zero).
e Todas as entradas a esquerda de cada pivo sdo zero.
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Demonstragao tb=

Dessa forma, os vetores coluna

W1:(p130707"' '0)

wl’:(*7*7*77*7"' 7p”70)7

formam um conjunto L.1., pois nenhuma coluna pode ser combinacgao linear da
outra, por causa da posi¢do dos pivos.

As outras colunas que ndao possuem pivés, como a coluna
Wrp1 = (*7 R OPR PR *70)7

pode ser escrita como combinacao linear de wy, ..., w;.
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Demonstragao th="

Como os vetores nulos ndo contribuem para gerar o espago linha, {wy,...,w;} é
quem gera o espago coluna de B. Como é um conjunto L.I. e gera, ele é uma
base para o espaco linha.
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Nova Segao th="

9 O Posto de uma Matriz
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Espagos Coluna e Posto

Teorema

0 espaco coluna de A tem a mesma dimensé&o que o espaco linha.

Como B estda na forma escalonada, o nimero de pivos é 3:

pivos nas colunas 1, 3, 5.

Assim,
posto(A) = 3 = dim(Row(A)) = dim(Col(A)).

Aplicando a matriz: As colunas correspondentes em A formam uma base do
espago coluna:

Logo, {a1,as,as} é uma base de Col(A).

© Prof? Dra. Karla Lima



Base do Espago Coluna

Teorema

As colunas de A correspondentes as colunas pivo de B formam uma base do espaco coluna
de A.

Pelas posigoes dos pivos (colunas 1, 3 e 5), temos:

1 4 5
Base de Col(A) = % , g , g
—1 -4 -5

Esses vetores sdo linearmente independentes e geram o espaco coluna.
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Resumo dos Resultados e

e A e B sdo equivalentes por linhas (B = EA com E invertivel).
Nul(A) = Nul(B).

Row(A) = Row(B).

dim(Row(A)) = dim(Col(A)) = 3.

Bases:

ROW(A) . {51752753}
Col(A) : {a1,as3,as}
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